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NO-LINEALES DEGENERADAS ASOCIADAS A LA
ECUACION DE KIRCHHOFF-CARRIER
Raúl Izaguirre Maguiña
RESUMEN.- Sea A el operador definido por la terna
{H, V, ((,))} I donde H, V, son espacios de Hilbert, la inmer-
sión de V en H es densa y compacta. Consideramos el proble-
ma:
uH(t)+M(IAaU(t) r,IA/3u'(t) r)AYu(t)=f(t)
u (O) = Uo u' (O) = U¡
donde M (s, r) es una función real derivable en las dos varia-
bles y no negativa. Se demuestra la existencia y unicidad de la
solución local para a, número real positivo y f3, r números
reales no negativos.
1. INTRODUCTION
Un sistema propuesto por Lions [ 10] para estudiar un modelo desarrollado por
Kirchoff, en el año de 1895, sobre las vibraciones de pequeña amplitud de una
cuerda fija en sus extremos y cuando la dependencia de la tensión no puede
dejarse de lado en el modelo, es dado por
uH(t)+M (1~l2u(t)r) Au(t)= f(t)
(1)
u(O)=u¡¡ u' (O) = U¡
donde, A representa un operador auto-adjunto y positivo de un espacio de Hilbert
H y Al/2 representa su raíz cuadrada.
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Variantes importantes de la Ecuación Abstracta (1) son por ejemplo
uN(t)+ M (IAau (t )nA/3U (t) = f (t)
UN(t)+ M (IAI/2u (t )12 )AU (t)+ Aau' (t) = f (t)
(2)
(3)
Para diversos valores de los exponentes a y f3 , la ecuación (2) permite es-
tudiar ecuaciones del tipo Kirchhoff-Carrier, ver por ejemplo Arosio-Spagnolo
[2], Cousin-Frota, Larkin-Medeiros [4], Crippa [5], Ebihara-Medeiros-Milla [6],
Izaguirre-Véliz [8], Medeiros-Milla [11], Pohozaev [18], [19], Perla [17], Rivera
[20] y Yamada [21].
Para el caso de la ecuacion (3)considerar Alves - Oliveira [1],Ikehata [7],Medeiros
- Milla[12], Nakao - Ono [13], Nishihara - Yamada [14] y Ono [15], [16] .
Nosotros estudiamos en el presente trabajo un modelo de la forma
donde la función no-lineal M (s, r) es no negativa de clase CIen las dos varia-
bles.
2. PRELIMINARES
Sean (V,a (u, v) ) , (H ,(u, v) ) espacios de Hilbert, V eH , la inmersión de V en H
es densa y compacta. Sea también A, el operador definido por la terna
{V, H, a (u, v)}. Entonces, D (A) es un subespacio denso en H; A es un operador
no acotado auto adjunto y positivo de H ,con espectro discreto;
00
{ WvL:\ es un sistema ortonormal completo de H de modo que
D(A) = {u E H; t,.<: J(u.w,)j <= }
ee
Au =LAv ( u, Wv ) Wv 'ti u E D (A )
v=I
Asímismo, para todo a > O, el operador Aa está bien definido por
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ce
Aau= L-\a (u,wv) Wv 'dUE D(A)
v=1
I Ub = IAau 12 = fA;a I(u, Wv t
v=1
se tiene que (D (Aa) ,I . l) es un espacio de Hilbert y si a < f3 la inmersión de
D (A/3 ) e D (Aa) es compacta 'da, f3 E R .
Hipótesis Sobre la Función M
H-l M E el ([O:fo]X[O,Yo] ; R+), donde Yo es un número real positivo.
,
H-2 Si SI::; S2' 'í::; '2, entonces M(s¡,r¡)::;M(S2''2)
H-3 M(O,O)=O; Si s xO entonces M(s,r»O ; 'd r~O
Definición de Constantes
En esta parte definimos diversas constantes que aparecen en el desarrollo del
trabajo.
C-l IAavl::;doIAa+.B+Yvl v v s D(Aa+.B+Y)
C-2 IA.Bvl::; dIIAa+.B+Y/2vl 'd VE D( Aa+.B+Yj2)
C-3 lAa+.B+Y12vl ::; d2IAa+.B+Y vi 'd v E D (A a+.B+Y)
C-6 a¡ = M ( dg k2 A2e)
C-7 Desde que por continuidad M (s, r) -t O si (s, r) -t (O, O), podemos elegir
un k suficientemente pequeño tal que
Para k seleccionado de esta forma consideramos:
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e-s b¡ = SUplMs (s,r)1 V s,rE [0,d;k2Jx[0,d¡zeJ
C-9 b2 = Su p 1M r (s, r )1 V s , r E [0, dge]x [ 0, d¡2k 2 ]
C-IO b* = 2d¡ {b¡do +bJ
Para datos iniciales ° i= uo' u¡, f convenientes consideramos
Por la H-3, podemos definir





t; = min {T* , b'~2 }C-15
Consideremos el siguiente conjunto
{
VE t:(O,Ta;D(Aa+{1+Y))/ V' E r: (O,To;D(Aa+{1+YI2)), v' E r: (0,t;D(K)) 1




Demostración. Sea v E G , entonces
t t
IIAav(t)I-IAav(O) 11 S IAav(t)- Aav(O)1 = J Aav'(s)ds S JIAav'(s)1 ds S do tk
o o
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De esta desigualdad obtenemos
IAauo 1- do k t = IAav (O )1- do k t ~ IAav (t)1
Luego;
Por la hipótesis H-2
lo que demuestra (1).
Debemos ahora obtener estimativas para IJI' (t). Tenemos que
vI' (t); 2Ms (IAav (t)1 ,I~v' (t )12)(Aav (t), Aav' (t))+
+ 2Mr (IAav(t t ,1~v'(t)I)( ~v'(t),~v~(t))
donde Ms' Mr, representan las derivadas parciales con respecto a las variables s
y r.
Entonces,
IIJI' (t )15 2jMs (IAav (t)1 ,IAf3v' (t t)( Aav(t), Aav' (t))j +




Problema Lineal. Sea entonces v EG. Nos planteamos resolver el problema si-
guiente
u" + M (IAav (t )12 ,IAf3v' (t )12) AYu = f




O:;t Uo E D (Aa+f3+3Y/2) (6)
U¡ E D (Aa+f3+Y ) (7)
fE L (0,7;;; D(Aa+f3+Y)); t' EL (0,7;;; D(Aa+f3+Y/2)) (8)
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Entonces para todo v E G I existe una única solución u E G del problema (4) tal
que
u E t: (O,Ta;D( Aa+{3+Y)) (11)
u' E t: (O,Ta;D( Aa+{3+Y/2)) (12)
U"E .c(O,Ta;D(K)) (13)
(u"(t ),z) +M (IAav(t )12, IKv'(t )n(~Yu (t), z) = (1 (t), z) (14)
VZE e([O,Ta];D(Aa+{3+Y))
Demostración. Sea v'n = [l1f, ... , w,n] I el subespacio generado por los primeros
vectores propios del operador A. Luego v'n es un subespacio de V de dimensión
finita m, e invariante bajo la acción del operador Al), V8E R I es decir
AO (v,n) e v,n' Sea entonces
m
v; (t ) =L s; (t ) W¡ E Vm
i=!
(15)
Donde las funciones gilll son determinadas por la solución del siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
m









Luego de un análisis y aplicación del Teorema de Caratheodory sobre existencia
local de solución de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales este sistema
admite solución en un intervalo [O,tlll ) I de donde se sigue la existencia de las
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soluciones aproximadas um para m :2: 1 . Seguidamente, debemos obtener
estimativas a priori, para la sucesión {UIIl} de modo que podamos prolongarlas a
un intervalo uniforme de existencia.
ESTIMATIVA A PRIORI I
Haciendo w = 2A2a+2f3+2Y u~ (t) E V,,;, en la ecuación aproximada (16), obtene-
mos una relación de la forma
:t {IAa+f3+Y u; (t )12 + lfI (t) IAcx+f3+3Y/2Um (t)n = 2( Aa+f3+r f (t), Aa+f3+r u; (t)) +
+ lfI' (t )IAa+f3+3Y/2Um (t )12 (19)
donde nuevamente
(20)
Por el Lema 1, obtenemos
:t {I Aa+f3+YU~ (t)r + lfI (t) 1ACX+f3+3YI2Um(t)n::; 1Acx+f3+Yf (t)r + 1Acx+f3+YU~ (t)r +




Entonces, integrando en la ecuación (14) de O a t , obtenemos
qJ (t)::; 1Aa+f3+Yu~ (tt+ lfI(t )IAcx+f3+3Yl2um (tt ::;1Aa+f3+YU¡mr + lfI(O)1~+f3+3Y /2Uomr + (23)
t t t
+ fIAa+f3+Y f (s t ds + fIAcx+f3+Y u~ (s )12 ds + b*f fIAa+f3+3YI2Um (s t ds
o o o
T,.
,;17"' u,í + lfI( 0)1A""'" "u,í + [lA·"'" f (slÍ ds+
, t
+ IIAa+f3+Yu~(st ds+E f fIAa+f3+3YI2Um(S)r ds.0\ o .
Por lo tanto hemos obtenido una desigualdad de la forma siguiente
t
qJ (t )::; C¡ + b*k2 f qJ ( s) ds
o
(24)
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Por el lema de Gronwall concluimos que
ESTIMA TIV A 2. A continuación obtendremos una acotación para la sucesión
(u; ). Tenemos que la proyección ortogonal I:n : H ~ Vm dada por
I:n(v)= ¿(v,wj)Wj I
j=!
es un operador acotado y con norma 11p 11= 111 P,n 11 ::::; 1 Yademás P,n u = U \::j u E v'n .
Reemplazando wj por Aa+.B+YI2Wj en la ecuación aproximada (16) I multiplican-
do por el vector wj y sumando desde j = 1 a j = m, obtenemos
m m m:L(Aa+.B+r12u¡: (t), W¡)W¡ +l¡I(t) :L(Aa+.B+r/2U¡n(t), W¡) W¡ -= :L(Aa+.B+r12f (t), W¡ )W¡. (25)
j=! j=! j=\
Analizando cada uno de los términos que aparecen en la ecuación (25).
m
¿(Aa+.B+Y/2u; (t), Wj) Wj = I:nAa+.B+Yl2u; (t) = Aa+.B+Y/2u; (t) (26)
j=\
m
lfI (t) ¿(Aa+.B+3Y"»:(t), W
j
) Wj = I:nAa+.B+3r "»; (t) = Aa+.B+3r l2um (t) (27)
j=l




IAa+.B+Yl2u; (t)l::::; lfI (t) IAa+.B+Yl2um (t)1 + 1I:nAa+.B+Y12 f (t )1::::; (30)
::::;4l¡ k + C4Iflc(o,1Q;D(Aa+Jl+Y/2)) ::::;
//----s;~a,'k' +e; If~(o"D(A'"'~")) }.
Teniendo en cuenta las estimativas 1 y 2 deducimos que
(31)
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ESTIMATIVA 3. Derivando formalmente en la ecuación aproximada con rela-
ción a la variable t obtenemos
Reemplazando en la ecuación (32) wj por Kwj, multiplicando por el vector wj
y sumando de j = 1 a j = m y procediendo como en la Estimativa 2 obtenemos
de donde
IKu:(t)1 ~ lfI (t) IK+r u~ (t)1 + IlfI' (t )IIK+rum (t)1 + I~K j' (t)1 ~
~ G¡~ k + b* d4k
3 + el¡ Ij'lr(o.7Q;D(AP)) (34)
Luego:
.'
(u:) esacotadaen r(O,7;;;D(K)). (35)
3. CONVERGENCIA DE LAS SOLUCIONES APROXIMADAS
Por las estimativas 1,2 Y 3, tenemos que
(um) es acotada en r (0,7;;; D (Aa+/3+3r/2 ))
(u~) es acotada en t: (0,7;;; D (Aa+f3+r ))






Por las inmersiones compactas: D( Aa+fJ+3rl2) e D( Aa+fJ+r) e D(Aa+fJ+r12) e D( AfJ)
las estimativas 1,2,3 Y aplicando el Lema de Aubins-Lions, existe una función
u E t: (0,7;;; D (Aa+f3+r )) tal que,
«. m-7OO U fuerte en L4 ( 0,7;;; D (Aa+f3+r ))
u:., m~- u' fu/V (0,7;; D(Aa'~"I2))
u; m-700 u" fuerte en Z; (0,7;;; D (K)) (42)
Procediendo de forma estándar lbtenemos que la función u es solución fuerte
(40)
(41)
del problema (4) - (5).
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Ahora probaremos que para numero s suficientemente pequeños y una conve-
niente constante k la solución u del problema (4) pertenece al conjunto G.
En efecto, por (40), (41) Y (42) tenemos
(43)








~~2IAu+f3+Y/2u;12 +~IAu+f3+Yu~r +~IAu+f3+3Y/2umI2 <
:52d12c{lC +~2GIJFr(O,~;qR+i»YI2)) +ácl*¡(-1ó
(46)
Por las condiciones (C-7), (9), (10) obtenemos
(47)
Entonces pasando al limite, m --700, teniendo en cuenta (43), (44) Y (45)
(48)
lo que demuestra el teorema 1.
PROBLEMA NO-LINEAL. En esta parte demostraremos la existencia de solu-
ción del problema no-lineal
ull + M (IAUU(t)12 ,IAf3U'(t)n AYu = f
u (°)= llo; u' (°)= ti¡
(49)
(50)
utilizando una técnica de aproximaciones sucesivas aplicado al conjunto G defi-
nido anteriormente.
En las condiciones establecida~l teorema 1, se tiene que para todo v E G
existe una única solución ~ problema
UN + r (IAUv (t )12 ,IAf3v' (t )12) AYU = f (51)
u (°)= Un ; u' (°)= ti¡ (52)
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La idea es resolver una sucesión de problemas de la forma
Z; + M (IAa Zp_¡ (t )12 ,IAf3 Z~_¡ (t )12) AY Zp = f




donde ~ es la única solución del problema,




Desde el teorema 1 podemos definir una función S,' G ~ G tal que
S zp_¡ = zp' P '2. 3, donde z; es la única solución del problema (53).




En primer lugar probaremos que,
N(Zp)~N(u) fuerteen I!(O,I¿;). (59)
En efecto, la sucesión (z) e G y con argumentos de compacidad similares a
p p?2
los utilizados en la demostración del Teorema l,.obtenemos que existe una fun-
ción
ZE C (0,1'0; D( Aa+f3+Y)) tal que
IAaZpl2 m-->= IAaz 12 fuerteen I!(O,I¿) (60)
IAf3u;f m-->= IAf3u' r fuerteen I!(O,I¿). (61)
Ahora, por la hipótesis H, sobre Ir ¿ión M
M (spr¡)-M (S2''i)= 1(-s (8pr¡)(s¡ -S2)+ Ms (sp82)(r¡ - 'i)
\;j SpS2,r¡,'iE R, 80E [s¡,s2],8zE [r¡,'i].
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Entonces,
t: 2
IIM(IACXZp_¡(t)r ,IAtJZ~_¡(t)I)-M(IACXZ(t)r ,IAtJz'(t)I)1 di s, (62)
o
r; 2
'5: IIMS (OpIAtJZ;_¡ (t)I)IIACXzp_¡ (tt -IACXZ(t)111 dt +
o
r; 2
+ I IMr (IAa Zp_¡(t )1,02 )11#Z;-1 (t )12-1# z' (t )rll dt '5:
o
t: 2
'5:C I IllAaZp_¡(t)r -IAa Z (t )111 dt +
o
r; 2







'5: fiN (ZP_l (t) )1 lA'Zp_¡(t) - A' z (t )llw(t)1 dt +
o
10
+ JIN(zp_¡(t))-N(z(t))IIAYz(t)llw(t)ldt p~~ O.
o
Utilizando (62) Y (63), obtenemos finalmente que la función z verifica la ecua-
ción (49).
UNICIDAD
Sean u, Z dos soluciones de (49)y (50). Entonces se verifica que
u, Z E t: (O,T¡¡; D (Aa+tJ+3YI2))
u',z' E r( O,T¡¡;D( Aa+tJ+y))
U",z"E ~T¡¡;D(Aa+f3+YI2))
u(O)f z(O)=Uo
u'(0~ = /(0) ='1
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y E t: (O,Ta; D (Aa+p+3Y/2)) (69)
y' E r: (O,Ta; D( Aa+p+y)) (70)
yHE t: (O,Ta; D( Aa+p+Y/2)) (71)
y(O) = ° (72)
y' (O) = ° (73)
satisface la ecuación
(yH (t ), w) + N (u (t ) ) ( ~ y (t ) ,w) = (N ( z (t ) ) - N (u (t ) ) ) ( ~z (t ) , w) (74)
Haciendo v = AZf3y' (t) en (74) obtenemos,
~ {1Af3Y'(t)j +N( u(t)) 1Af3+Yl2y(t t} = (N( z(t)) - N( u(t))) (~+Yl2z(t), Af3y'(t)) (75)
+ N'( u(t ))IAf3+Y/Zy(tt.
Tenemos,
1M (IAa z (t)f ,IAP Z' (t )1) - M (IAau (t)f ,IAPu' (t )1)1 (76)
S; IMs (el'IAP z' (t )I)IIAa z (t)f -IAau (t )fll
+ Iu, (¡Aa Z (t)1 ,ez )IIAP z' (t )12 -IAPu' (t )nl
S; e IIAaz (t)1 + IAau (t )IIIIAa Z (t )1-IAau (t )11
+ e IIAPz' (t)1 + IAPu' (t )IIIIAP Z' (t )I-IAP u' (t )11
s; e {IAa y (t)1 + IAf3y' (t )I}·
Reemplazando en (75) obtenemos
:t {I~w'(tt +N(u(t))1 AP+Y12w(t) nS;C{IAaw(t)I+I~w'(t)I}I~w'(t)lS; (77)
¡;~IAaw(t)12 + clA"w'(tli ,;
( ,; clA"'Y "w(t li+ e lA'w' (tt
Integrando de ° a t y teniendo en cuenta que w (O) = w' (O) = ° obtenemos
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t
n(t)=IAf3w'(t)12 +doIAf3+Y/2W(t)12 ~C Jn(s)ds
O
(78)
y por el lema de Gronwall Af3w'(t) = Af3+Y/2W(t) = O \j tE [O,I¿]. Luego
u =z.
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